
lim ( )
x

f x
Æ-•

= -•

x –20 –10 10 20
f ( x ) –176  000 –12   000 –8   000 –144   000

y

x

lim ( )
x

f x
Æ+•

= -•

y

x
x

y

Achsensymmetrie zur y-Achse Punktsymmetrie zum Ursprung

f x x x x x
x x f x

( ) ( ) ( )
( ) ( )

- = - + - = - - =
= - + = -

2 2
2

3 3

3
f x x x

x x f x
( ) ( ) ( )

( )
- = - + - + =

= + + =
3 2 1
3 2 1

4 2

4 2

f  ist ganzrational. fi Df =� .

„Die Funktion f  Null setzen.“

Das Nullsetzen einer ganzrationalen 
Funktion führt auf eine Gleichung 
höherer Ordnung:

f x x x x

Ausklammern von x

x x x

x

( )

( )

,

= - + =

◊ - + =
fi

1
4

4
3

2 0

1
4

4
3

2 0

4 3 2

2

2 2

1 2 == 0 ( )doppelte Nullstelle

Schnittpunkt mit x-Achse: P1 2 0 0, ( | )

Der Term x x= - +1
4

4
3

22

lässt sich nicht weiter in Faktoren 
zerlegen, denn die Diskriminante der 
Lösungsformel ist negativ:

D b ac= - = - - ◊ ◊ = - <2 24 4
3

4 1
4

2 2
9

0( )

„Gerade oder ungerade?“
Die Funktion f  enthält sowohl gerade 
als auch ungerade Potenzen.

fi  keine Symmetrie bezüglich des 
Koordinatensystems.

Verhalten im Unendlichen

Die Funktion f   verhält sich am linken und 
am rechten Rand des De� nitionsbereichs (�) 

genauso wie die Funktion 
1
4

4x .

lim ( ) lim ( )
x x

x x x x
x xÆ±• Æ±•

- + = ◊ - + = +•1
4

4
3

2 1
4

1 16
3

84 3 2 4
2

Vorzeichenfelder

Wird eine nicht ganz
rationale Funktion auf
Symmetrie bzgl. des
Koordinatensystems 
untersucht,
wird f (– x ) bestimmt
und mit +f ( x ) bzw. –f ( x )
verglichen. 

Falls f (– x ) = f ( x ) gilt, ist der 
Graph der Funktion achsen-
symmetrisch zur y-Achse.
Ist f (– x ) = – f ( x ), ist der 
Graph der Funktion punkt-
symmetrisch zum Ursprung 
des Koordinatensystems.

Die Symmetrie des 
Graphen kann im weiteren 
Verlauf der Kurven-
diskussion ausgenutzt 
werden:

Hat der Graph einer 
geraden Funktion beispiels-
weise einen Hochpunkt 
an der Stelle x = –1, muss 
an der Stelle x = +1 auch 
ein Hochpunkt vorliegen. 
Außerdem müssen die 
y-Koordinaten beider Hoch-
punkte aus Symmetrie-
gründen übereinstimmen! 

Häu� g sind anstelle der 
Nullstellen die Schnitt-
punkte des Graphen mit 
den Koordinatenachsen 
gefragt: 

Beispiel:  f x x( ) = -2 1

Schnittpunkte von Gf 

a)  mit der x-Achse 
 (vgl. Nullstellen):
 y

x x
P P

= fi
- = fi = ±

-

0

1 0 1
1 0 1 0

2
1 2

1 2

,

( | ), ( | )

b) mit der y-Achse:
 x

y
P

= fi
= - = -

-

0

0 1 1
0 1

2

3( | )

lim ( )
x

f x
Æ+•

= +•

x –20 –10 10 20
f ( x ) 176  000 12   000 8   000 144   000

f x x x( ) = -4 32

lim ( )
x

f x
Æ+•

= +•

x –20 –10 10 20
f ( x ) –8   800 –1   200 800 7   200

x –20 –10 10 20
f ( x ) 8   800 1   200 –800 –7   200

y

x

y

x

y

x

lim ( )
x

f x
Æ-•

= -•

lim ( )
x

f x
Æ-•

= +•

lim ( )
x

f x
Æ-•

= +• lim ( )
x

f x
Æ+•

= -•

f x x x( ) = -3 22

Das Verhalten im 
Unendlichen 
bestimmt die höchste 
Potenz a xn

n !

Typ:  x 4

f x x x( ) = - +4 32

Typ:  –
x 4

f x x x( ) = - +3 22

Typ:  –x 3

Æ 0 Æ 0

y

x

+ +

doppelte 
Nullstelle 
bei 0:
kein VZW

Da f  eine einzige doppelte 
Nullstelle besitzt, liegen die 
Vorzeichenfelder bereits 
durch die beiden Grenz-
werte fest:

Der Graph der Funktion 
kommt für sehr kleine 
x-Werte von „links oben“, 
berührt an der Stelle 
x = 0 die x-Achse und „ver-
schwindet“ für hinreichend 
großes x „rechts oben“.  

Symmetrie

zum Koordinatensystem 

Der Graph einer ganz-
rationalen Funktion ist genau 
dann achsensymmetrisch zur 
y-Achse, wenn die Funktion 
nur gerade Potenzen enthält
(gerade Funktion).

Beispiel: f x x x( ) = + +3 2 14 2

Allgemeiner gilt für gerade Funktionen:
 f x f x( ) ( )- =

Der Graph einer ganz-
rationalen Funktion ist genau dann 
punktsymmetrisch zum Ursprung 
(ungerade), wenn die Funktion nur 
ungerade Potenzen enthält
(ungerade Funktion).

Beispiel: f x x x( ) = +2 3

Allgemeiner gilt für ungerade Funktionen: 

f x f x( ) ( )- = -

y x= 2 y x= 3

f  hat keine weiteren Nullstellen.

Die De� nitionsmenge Df  gibt an, welche x-Werte in den Funktionsterm f ( x ) eingesetzt werden dürfen.
Ganzrationale Funktionen „machen keine Probleme“: Alle x-Werte dürfen in die ganzrationale Funktion eingesetzt werden!

¢ =
Æ

f x
y
xx

( ) lim
D

D
D0

Steigung der Tangente 
an der Stelle x :

Kriterium anwendbar, wenn dritte Ableitung an 
der Stelle x0 existiert und ¢¢¢ πf x( )0 0

¢¢ =f x( )0 0 und

¢¢¢ π fif x( )0 0

verhalten 

links-
gekrümmt

rechts-
gekrümmt

¢¢ >f x( ) 0

¢¢ <f x( ) 0

steigt
¢ >f x( ) 0

fällt
¢ <f x( ) 0

„Hochpunkt, Tiefpunkt oder Terrassenpunkt? “

Notwendige Bedingung für Wendepunkte:  ¢¢ =f x( ) 0

„Nur Flachpunkt oder Wendepunkt? “

Notwendige Bedingung für Extrempunkte: ¢ =f x( ) 0

Monotonieverhalten
Das Monotonieverhalten in den Bereichen 
zwischen den kritischen Stellen wird durch 
Einsetzen beliebiger x-Werte in die erste 
Ableitung bestimmt.

 

 

… und setzen Sie die 
berechneten x-Werte in die 
Ausgangsfunktion f  ein!

Bitte nicht in die falsche 
Funktion einsetzen!

 

¢¢f -Kriterium (Hinreichende Bedingung)
Die gefundenen x-Werte werden in die 
zweite Ableitung eingesetzt:

Das ¢¢f -Kriterium ist nur 
dann anwendbar, wenn 

¢¢ πf x( )0 0 ist!

Krümmungsverhalten
Das Krümmungsverhalten in den Bereichen 
zwischen den kritischen Stellen wird durch 
Einsetzen beliebiger x-Werte in die zweite 
Ableitung bestimmt.

Lösen Sie die Gleichung 
¢ =f x( ) 0 nach x auf…

verhalten 

–Kriterium¢¢¢f

Lage

Lage

 fi P  ( x0   |  f ( x 0) )

 Setze x0  in f  (  x ) ein!
 fi y-Koordinate(n): y0

 

 Löse ¢¢ =f x( ) 0 nach x auf!
 fi x-Koordinate(n): x0

Die Steigungen nehmen zu:
linksgekrümmt

x

y Linkskurve

Rechtskurve

¢¢ >f x( ) 0

Die Steigungen nehmen ab:
rechtsgekrümmt

¢¢ <f x( ) 0

¢ =f x( )0 0 und

¢¢ > fif x( )0 0

Kriterium anwendbar, wenn zweite Ableitung an 
der Stelle x0 existiert und ¢¢ πf x( )0 0 

Tiefpunkt (TIP) an der Stelle x0:

¢¢ =f x( ) 0

und Art der Flachpunkte

Hochpunkt (HOP) an der Stelle x0:

x < x0 x = x0 x > x0  

¢f x( ) – 0 +

Graph 
Gf fällt TIP steigt

Monotonie-
verhalten 
ändert sich am 
Terrassenpunkt 
nicht!

Terrassenpunkt (TEP) bei x0:

x < x0 x = x0 x > x0  

¢f x( ) + 0 +

Graph 
Gf steigt TEP steigt

x < x0 x = x0 x > x0  

¢f x( ) + 0 –

Graph 
Gf steigt HOP fällt

x < x0 x = x0 x > x0  

¢¢f x( ) + 0 +

Graph 
Gf

links FLAP links

… und setzen Sie die 
berechneten x-Werte in die 
Ausgangsfunktion f  ein!

Lösen Sie die Gleichung 
¢¢ =f x( ) 0 nach x auf…

¢ = - +
¢¢ = - +
¢¢¢ = -

f x x x x

f x x x
f x x

( )

( )
( )

3 2

2

4 4

3 8 4
6 8

¢ = ¤ - + =
- + =

- =

f x x x x

x x x Binomische Formel

x x

( )

( ) .

( )

0 4 4 0

4 4 0 2

2 0

3 2

2

2 fifi = =x x3 40 2;

y f x f

y f x f

3 3

4 4

0 0 0 0

2 4
3

2 4
3

= = = fi

= = = fi

( ) ( ) ( | )

( ) ( ) ( | )

P

P

3

4

�

¢ - = - - ◊ - - = - <
¢ = - + = >
¢ = - ◊ + ◊

f
f
f

( ) ( ) ( )
( )
( )

1 1 4 1 4 9 0
1 1 4 4 1 0
3 27 4 9 4 3

3 2

== >3 0

¢¢ = > fi
¢¢ = - + = fi

f
f

( )
( )
0 4 0
2 12 16 4 0

TIP
?

Der Punkt P6 wurde bereits im Abschnitt 
Monotonieverhalten bestimmt: 
P6 ist ein Terrassenpunkt, ein Wendepunkt 
mit waagrechter Tangente. 

¢¢¢f -Kriterium: (Hinreichende Bedingung)
Die gefundenen Werte werden in die 
dritte Ableitung eingesetzt.

¢¢¢ = ◊ - π ¢¢¢ = ◊ - π

fi

f f

P P

( ) , ( )2
3

6 2
3

8 0 2 6 2 8 0

44
81

4
35 6( 2

3
| ), ( 2 | )  sinnd Wendepunkte.

¢¢ = >
¢¢ = ◊ - + <
¢¢ = ◊ - ◊ + >

f

f

f

( )

( )

( )

0 4 0

1 3 1 8 4 0

3 3 3 8 3 4 0

2

2

x < 2/3 x = 2/3 2/3 < x < 2 x = 2 x > 2

¢¢f x( ) + 0 – 0 +

Graph 
Gf

links WEP rechts WEP links

f x x x x( ) = - +1
4

4
3

24 3 2

f x x x x( ) = - +1
4

4
3

24 3 2

x < 0 x = 0 0 < x < 2  x = 2 x > 2

¢f x( ) – 0 + 0 +

Graph 
Gf fällt TIP steigt TEP steigt

 Bestimmen Sie die Nullstellen von f
und ihre Vielfachheiten  →Nullstellen.

 Zeichnen Sie durch jede Nullstelle eine 
senkrechte Gerade!

Vorzeichenfelder 
Beispiel:   f x x x( ) = - +3 22

f x x x x x( ) ( )= - + = - - =3 2 22 2 0

 Wie verhält sich die Funktion am
linken Rand des De� nitions-
bereichs, also für x Æ -• ? 

 Kennzeichnen Sie das zugehörige 
Vorzeichenfeld!

Die Funktion f  ist vom Typ –x 3.
fi = +•

Æ-•
lim ( )

x
f x

Start:  linkes oberes Feld.

bestimmt

f x( ) = 0 Tritt eine Nullstelle x0 in der 
Faktorzerlegung der Funktion f  
k–mal auf, nennt man x0 eine 
k-fache Nullstelle.

→Vorzeichenfelder.

Gleichung höherer Ordnung

 Polynomdivision

 Quadratische 
 Lösungsformel

 Faktorzerlegung

x x x x

x x x x x

5 4 3 2

2 3 2
1 2

2 2 0

2 2 0 0

- - + =
◊ - - + = fi =( ) ,

1 2 1 1 2 0 13 2
3- ◊ - + = fi =x

( ) : ( )x x x x x x3 2 22 2 1 2- - + - = - -

 Fehlt in der Gleichung das 
konstante Glied,  wird x aus-
geklammert! Die Ordnung 
der Gleichung reduziert sich. 

x x x x2
4 52 0 2 1- - = fi = = -,

x x x x x x x x5 4 3 2 22 2 1 2 1- - + = - - +( )( )( )

 Liegt kein spezieller Gleichungstyp vor, muss die erste Lösung  „erraten“ 
werden. (Tipp: Setzen Sie systematisch ± ±1 2, ,�  in die Gleichung ein!) 

Vielfachheit der Nullstellen

u u2 2 0+ - =

Beispiel: x x4 2 2 0+ - =

Spezialfall: Substitution

Es kommen nur gerade Potenzen vor.

  Substitution:  x2 = u,  x4 = u2

  Rücksubstitution:  u = x2,  u2 = x4

x1 = 1    x2 = –1 

Quadratische Lösungsformel liefert:

u u

u u u u
1 2

2

1 2

2 1 2 0

= = -
fi + - = - ◊ + =

;

( ) ( )

 Setze x0  in f  (  x ) ein!
 fi y-Koordinate(n): y0

 Löse ¢ =f x( ) 0 nach x auf!
 fi x-Koordinate(n): x0

bestimmt
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fällt
¢ <f x( ) 0

Gf

x

y

Krümmungs- 

Monotonie- 

Die Funktion f  ist 
ganzrational

an positiv
n ungerade

an negativ
n ungerade

an negativ
n gerade

lim ( )
x

f x
Æ±•

Ty
p:  x

 3

Erste Ableitung Null setzen.

Zweite Ableitung Null setzen

Ableitung(en) von f 

f x x x x( ) = - +1
4

4
3

24 3 2

doppelte Nullstelle dreifache Nullstelle

xx

kein
Vorzeichen-
wechsel

Vorzeichen-
wechsel

liefert die 

Nullstellen

+ +

–

y

x

doppelte 
Nullstelle:

kein VZW

einfache 
Nullstelle:

VZW

Start

Die Beispielfunktion f 
ist vom Typ +x 4: 

Start: 
linkes oberes Feld
( lim ( )

x
f x

Æ-•
= +• )

2.  Nullstellen ganzrationaler Funktionen

4.  Verhalten im Unendlichen und Vorzeichenfelder 

5.  Monotonieverhalten, Extrempunkte

6.  Krümmungsverhalten, Wendepunkte

ISBN
: 978-3-940838-05-6

W
issenschaftdesign®Verlag

Christian Kornherr

an positiv
n gerade

   ©
 2008 · w

w
w

.w
issenschaftdesign.de

3. Binomische Formel
( ) ( )x x2 21 2 0- ◊ + =

( ) ( ) ( )x x x- ◊ + ◊ + =1 1 2 02

f x a x a x a x an
n

n
n( ) = + + + +-

-
1

1
1 0…

�

�

�

�

�

x

y

x0

P  ( x0   |  f ( x 0) )
y0

¢¢ = ¤
- + =

= ± - ◊ ◊
◊ = ± fi = =

f x

x x

x x x

( )

;,

0

3 8 4 0

8 64 4 3 4
2 3

8 16
6

2 2
3

2

5 6 5 6

y f

y f

5

6

2
3

44
81

2
3

44
81

2 4
3

2 4
3

= = fi

= = fi

( ) ( | )

( ) ( | )

P

P

5

6
→ TEP

�

�

An der Stelle x = 2 hat Gf 
eine waagrechte Tangente. 
Der Wendepunkt ist zusätz-
lich ein Terrassenpunkt! 

→Wissenskarte Algebra →Gleichungslöser

Kurvenplaner

Grundkursniveau

x0

x

y

Dx

Dy

x

„unter der Lupe“

0

Die Vorzeichenfelder 
einer Funktion legen den 
ungefähren Verlauf eines 
Funktionsgraphen fest.  

→Eine ausführliche 
Untersuchung des 
Funktionsverlaufs an den 
Grenzen des De� nitions-
bereichs � nden Sie im
Kurvenplaner 
Leistungskursniveau. 

f x x x x( ) = - +1
4

4
3

24 3 2Beispielfunktion1.  Maximaler Definitionsbereich

Punkte mit 
� achem 

Kurvenverlauf

Monotonie-
verhalten 
ändert sich am 
Tiefpunkt!

Monotonie-
verhalten 
ändert sich am 
Hochpunkt!

¢¢f –Kriterium

und Art der Punkte mit 
waagrechter Tangente

Wo lie
gen die 

Flachpunkte?

Wo liegen die Punkte mit

waagrechter Tangente?

Gymnasium

Alternative Möglichkeit:

f x x x

x x

( ) ( ) ( )- = ◊ - - ◊ - +

= + +

1
4

4
3

2

1
4

4
3

2

2

2

fi - π + - π -f x f x f x f x( ) ( ) ( ) ( )und  

fi  keine Symmetrie bezüglich des
  Koordinatensystems.

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

f x x x( ) = -3f x x x( ) = +3f x x x( ) = -4 24 f x x x( ) = - +4 24 1f x x( ) = -4 4

x

y

f x x( ) = 3

Ungerade FunktionenGerade Funktionen

f x f x( ) ( )- = f x f x( ) ( )- = -

einfache
Nullstelle

einfache
Nullstelle

¢f

     T
errassenpunkt

Erste Ableitung

doppelte Nullstelle
einfache Nullstelle

fi =
fi =

x
x

1 2

3

0
2

,

f x x x x( ) = - +1
4

4
3

24 3 23.  Symmetrie

 Tiefpunkt:
    f  hat (lokales)
    Minimum

 Hochpunkt:
    f  hat (lokales)
    Maximum

Gf

steigt
¢ >f x( ) 0

x

y

(L
ok

al
es

)
M

in
im

um

(L
ok

al
es

)
M

ax
im

um

Wende-
punkte

f  hat (lokales) Minimum
an der Stelle x0

¢¢ < fif x( )0 0 f  hat (lokales) Maximum
an der Stelle x0

¢ =f x( ) 0

Punkte mit 
waagrechter 

Tangente

f  hat Wendestelle bei x0

Extrem-
punkte

Flachpunkte ohne Änderung des Krümmunsverh
alt

en
s

Wendestelle

Gf

Gf

Wendepunkt (WEP) 
Flachpunkt mit Änderung des 
Krümmungsverhaltens.

x < x0 x = x0 x > x0  

¢¢f x( ) + 0 –

Graph 
Gf

links WEP rechts

Gilt zusätzlich ¢ =f x( )0 0 , hat der Wendepunkt eine 
waagrechte Tangente und heißt Terrassenpunkt.

Nur Flachpunkt  (FLAP) 
Flachpunkt ohne Änderung des 
Krümmungsverhaltens.

¢¢f
Zweite Ableitung

Kurvenplaner · G
rundkursniveau

1
2

1 2 3 4

Tiefpunkt
(
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Zum

 Einkleben
 

in den O
rdner!

fi

fi

Der praktische Teil auf der rechten Seite zeigt 
den Prototyp einer Kurvendiskussion am 
Beispiel einer ganz rationalen Funktion.

Mit dem praktischen Zick-Zack-Falz-System 
haben Sie eine bestmögliche Übersicht über 
die einzelnen Schritte der Kurvendiskussion. 

Kurvenplaner
Grundkursniveau Gymnasium

ISBN: 978-3-940838-05-6 
26 cm × 84 cm. Vierfarbig.  
Mit praktischer Klebetasche. 
€ 9,90.

Der Kurvenplaner stellt als praktisches Klapp- 
system mit Zick-Zack-Falz übersichtlich und sys-
tematisch die einzelnen Schritte einer Kurvendis-
kussion dar. Aufbau und Design des Kurvenpla-
ners sind optimal auf die Anforderungen einer 
Kurvendiskussion abgestimmt.   
Anschauliche Diagramme bilden mit ihren 
Entscheidungsregeln und Verzweigungen visuell 
und mathematisch präzise das allgemeine 
Vorgehen bei der Diskussion ganzrationaler 
Funktionen ab.  

„… Auch aus Sicht der Hochschule für  
angehende Studenten unbedingt zu empfehlen.“   
Dr. Helmut Pruscha, Professor für Mathematik an 
der Ludwig-Maximilians-Universität München

Das visuelle System  
zur Kurvendiskussion  
immer griffbereit!
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Der Kurvenplaner – Eine Klappkarte zur Kurvendiskussion für Schüler der gymnasialen Oberstufe und Studierende im Anfangssemester. www.wissenschaftdesign.de

Anschauliche Schaubilder und  
Flussdiagramme illustrieren die bei einer  
Kurvendiskussion nötigen Fallunterscheidungen 
und Entscheidungsregeln.


